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 n, i, j,
k,N
   D ::=   C 		 Copt { d }

  Copt ::= C | 	
  d ::= +#	 L >: Topt <: U 
 
| +#	 L = T 
 
|  f : T  
| 	
 m(x : T ) : T  
| 	
 m = t  
	 t, u ::=   
| x  

| n  
| p.f  
| 	 C(f = t)  
| p.m(x = t)  
| 	:T = t  u  
	
 S, T, U,
V,W ::= C  





 Topt ::= T | 	
 p, q ::=  | x | n | v | p.f
 v, w ::= 	 C(f = v)
 P ::= D t
3 .  )
  
Π = 〈 EC , EL, Ef , Em, Ex,
≺ ∈ (EC ∪ EL ∪ Ef )2,
 ∈ EC → EC NO ,
%/ ∈ EL → EC ,
:
 ∈ EL → ET ,
&/
 ∈ EL → ET NO ,
" ∈ EC × EL → ET NO ,
=%/ ∈ Ef → EC ,
= ∈ Ef → ET ,
,%/ ∈ Em → EC ,
, ∈ Em → ET ,
," ∈ EC × Em → Et NO ,
%/ ∈ Ex → Em,
 ∈ Ex → ET
 ∈ Et
〉
,   $.
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 '    = /, ' , /, '
,    $ , /-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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 /,, 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,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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
 % 7. &
+8
  
EC = {A,B }
EL = {T }
Ef = ∅
Em = { foo }
Ex = { x }
≺ = { (A,B), (B, T ), (A, T ) }
 = {B 
→ A }
%/ = {T 
→ A }
:








,%/ = { foo 
→ A }
, = { foo 
→ #.T }
," = { (B, foo) 
→ #.foo(x.foo(#)) }
%/ = { x 
→ foo }
 = { x 
→ #.T }
 = :B = ( B( ) 0.foo(0)
3 +. #,< */ $  
Π(m) = {x : T |
Π.%/(x) = m,
Π.(x) = T }
'Π(C) = {  f : T |
Π.=%/(f) = C,
Π.=(f) = T }
∪ { m(x : T ) : T |
Π.,%/(m) = C,
Π(m) = { x : T },
Π.,(m) = T }
∪ { m = t | Π.,"((C,m)) = t}
∪ {











 L = T | Π."((C,L)) = T }
Π = {  C  Copt { d } |
Copt =
{
C′ $ Π.(C) = C′
  ,/
,
'Π(C) = { d }}
Π = D t  Π = {D }, Π. = t
3 . 5* , 0< "/
+      	 	  
 
 
	   
 t#   (t)# 	   	    		





	  t   k
k(n) =
{ ∅ 	 n < k
{n− k } 	 n ≥ k
k(x) = ∅
k(	:T = t   u) = k(T ) ∪ k(t) ∪ k+1(u)




 % 7   	 8
    
 t 	  	$ 	
  /∈ t   (t) ≡ ∅   (t) ≡ ∅ %
		






    		  t↑nk   
 t   k ≥ 0 	 	 n ≥ 0
    t↑n   
 





i 	 i < k
i + n 	 i ≥ k
x↑nk = x
(	:T = t   u)↑nk = 	:T ↑nk = t↑nk   u↑nk+1








	 t[k := u] &k ≥ 0'  		  	  t  u 
  
	 k 	
 		       

n[k := t] =
⎧⎨
⎩
n 	 n < k
t↑n 	 n = k
n− 1 	 n > k
x[k := t] = x
(	:T = t1   t2)[k := t] = 	:T [k := t] = t1[k := t]   t2[k + 1 := t]
· · · [k := t] = · · ·
9 ,    '   $  *'D , $ 






	 t↓k  	   
 	   
 
	     
k ≥ 0     t↓   
 




    
  $




i 	 i < k

(i) 	 i ≥ k
x↓k = x
(	:T = t   u)↓k = 	:T ↓k = t↓k   u↓k+1
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	  +(p) &
 +(T )'    p &
   T '
  	     	  
	 { } 
   	#
{ e1, · · · , en } 
  	      e1, · · · , en   M1unionmultiM2

   	    	 M1   M2
+(	
 , x, n, v) = { }
+(p.f) = +(p) unionmulti { f }
+(C) = {C }
+(p.L) = +(p) unionmulti {L }
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Γ ≡ C; x : T ; U
Γ  C <: S
Γ  # : S  %

Γ ≡ Γm; U
N = |U | n < N
Γ  U(N−1−n)↑n+1 <: S
Γ  n : S
 #

Γ ≡ Γo; x : T ; U
Γ  Ti <: S
Γ  xi : S  	

Γ  p : C
(  f : T ) ∈ C
Γ  T [p] <: S
Γ  p.f : S
 

Γ  p : C ( m(x : T ) : T ) ∈ C
Γ  t : T [p] Γ  T [p] <: S
Γ  p.m(x = t) : S
 

f ( Γ  t : U U 
∀ i. (  fi : T )  # : C struct Ui <: T
(C, f ) Γ  C <: S
Γ  ( C(f = t) : S
 	

Γ ≡ Γm; T
Γ  t : T Γm; T , T  u : U 0 /∈ $*(U) Γ  U↓ <: S
Γ  :T = t  u : S
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Γ  C <: C   !	

  C  C′ { d }
Γ  C′ <: T
Γ  C <: T
 "

Γ  p : C (
 L >: Topt <: U) ∈ C
Γ  U [p] <: S
Γ  p.L <: S
 &

Γ  p : C (
 L >: T <: U) ∈ C
Γ  S <: T [p]
Γ  S <: p.L
 	

Γ  p : C
(
 L = T ) ∈ C
Γ  T [p] <: S
Γ  p.L <: S  	

Γ  p : C
(
 L = T ) ∈ C
Γ  S <: T [p]
Γ  S <: p.L
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Γ  p : C
(
 L >: Topt <: U) ∈ C
Γ  p.L <: p.L  

Γ  T <: S
Γ  S <: U
Γ  T <: U
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Γ  C   '%	

Γ  p : C
(
 L >: Topt <: U) ∈ C
Γ  p.L 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# : C  T  (T ) ≺mul { f }
C    f : T 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# : C  U  (U) ≺mul {L }
Topt ≡ T  # : C  T   (T ) ≺mul {L }
C  
 L >: Topt <: U 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# : C  S  (S) ≺mul {L }
C  C′ (
 L >: Topt <: U) ∈ C′
# : C struct S <: U
Topt ≡ T  # : C struct T <: S
C  
 L = S 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# : C  T , T 
C   m(x : T ) : T 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C  C′ ( m(x : T ) : T ) ∈ C′
C; x : T ;   t : T
C   m = t 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 ≺ 	    
	   	 (∀C, f. C ≺ f)   (∀C,L. C ≺
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∀ m, t, u, C,C′.
( m = t) ∈ C
( m = u) ∈ C′
C  C′
⎫⎬
⎭ 		 t ≡ u   C ≡ C′
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∀ L, T, U,C,C′.
(	 L = T ) ∈ C
(	 L = U) ∈ C′
C  C′
⎫⎬
⎭ 		 T ≡ U   C ≡ C′
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8 Γ  t : T   Γ  T <: U
		 Γ  t : U 
" 
   Γ  t : T '   N	 "O ,  6 ,/
(  
 7#!"8 , ,, .
t ≡ # Γ ≡ C; x : T ; U Γ  C <: T
  
  N	 "OD Γ  C <: T  Γ  T <: U  Γ  C <: U 
	 6  /,  N#!"O
<%





  ∈ q[p] 		 	
  ∈ p
! 	
  ∈ T [p] 		 	
  ∈ p
" 
    q  T 
 7#!"8 , ,, .
q ≡ #
  q[p] ≡ #[p] ≡ p
	 
 ,, # ∈ q[p]D  # ∈ p
 7'	+8 , ,, .
q ≡ x
  q[p] ≡ x[p] ≡ x
	 
 ,, # ∈ q[p]D  # ∈ xD /,,  $
 7$	8    N'	+O
 7

8 , ,, .
q ≡ q′.f
 !
 2     	 	 
  q[p] ≡ q′.f [p] ≡ q′[p].f 
	 # ∈ q′[p].f  # ∈ q′[p]
 
 NSOD # ∈ p
 7$
8 , ,, .
q ≡ v
  q[p] ≡ v[p] ≡ v
	 
 ,, # ∈ q[p]D  # ∈ vD /,,  $
 7 "")
8    N'	+O
 7$!	)
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 , 	18
  Γo; x : T ; U  t : T 		 (t, T ) ⊂ { x }
! Γo; x : T ; U  T <: U 		 (T, U) ⊂ { x }
, Γo; x : T ; U  T  		 (T ) ⊂ { x }
" 0    	 '    ,   '
  /,  , $(T ↑k) ≡ $(T ) 0   * '
  ,    0  
<%
0 %) 7. &
+  
 , 	18
  Γm; U  t : T 		 ∀ k ∈ (t, T ). k < |U |
! Γm; U  T <: U 		 ∀ k ∈ (T, U). k < |U |
, Γm; U  T  		 ∀ k ∈ (T ). k < |U |
" 6 * ,   
  Γm; U  t : T  ∀ d ≤ |U |. ∀ k ∈ $*d(t, T ). k < |U | − d
	 Γm; U  T <: U  ∀ d ≤ |U |. ∀ k ∈ $*d(T, U). k < |U | − d
'    Γm; U  t : T  Γm; U  T <: U D  , / 
d = 0 0   * '   ,    0  
 7#!"8 , ,, 
t ≡ # Γm ≡ C; x : T Γm; U  C <: T
  & d ≤ |U |
	 $*d(t) = $*d(#) = ∅D  ∀ k ∈ $*d(t). k < |U | − d
 
 NSOD Γm; U  C <: T  ∀ k ∈ $*d(T ). k < |U | − d
    
 7'	+8    N#!"O
 7$	8 , ,, 
t ≡ n N = |U | n < N Γm; U  U(N−1−n)↑n+1 <: T
  & d ≤ |U |
	 
 NSOD Γm; U  U(N−1−n)↑n+1 <: T  ∀ k ∈ $*d(T ). k < |U |
 6  '   n  d
 7n < d8
NO $*d(t) = $*d(n) = ∅
N'O ∀ k ∈ ∅. k < |U | − d
 7n ≥ d8
NO $*d(t) = $*d(n) = {n− d }
N'O k ∈ $*d(t)  k ≡ n− d
NO N = |U |  n < N  n− d < |U | − d
 7

8 , ,, 
t ≡ p.f Γm; U  p : C (  f : S) ∈ C Γm; U  S[p] <: T
  & d ≤ |U |
	 $*d(t) = $*d(p.f) = $*d(p)
 
 NSOD Γm; U  p : C  ∀ k ∈ $*d(p). k < |U | − dD  ∀ k ∈
$*d(t). k < |U | − d
 
 NSOD Γm; U  S[p] <: T  ∀ k ∈ $*d(T ). k < |U | − d
 7 8 , ,, 
t ≡ p.m(x = t) Γm; U  p : C ( m(x : S) : S) ∈ C
Γm; U  t : S[p] Γm; U  S[p] <: T
  & d ≤ |U |
	 $*d(t) = $*d(p.m(x = t)) = $*d(p) ∪ $*d(t)
 
 NSOD Γm; U  p : C  ∀ k ∈ $*d(p). k < |U | − d
 
 NSOD Γm; U  t : S[p]  ∀ k ∈ $*d(t). k < |U | − d
! 
 NSOD Γm; U  S[p] <: T  ∀ k ∈ $*d(T ). k < |U | − d
 7
8    N O
 7
8 , ,, 
t ≡ :T1 = t1  t2 Γm; U  t1 : T1
Γm; U, T1  t2 : T2 0 /∈ $*(T2) Γm; U  T2↓ <: T
 +     	 	 
  & d ≤ |U |
	 $*d(t) = $*d(:T1 = t1  t2) = $*d(T1) ∪ $*d(t1) ∪ $*d+1(t2)
 
 NSOD Γm; U  t1 : T1  ∀ k ∈ $*d(t1) ∪ $*d(T1). k < |U | − d
 
 NSOD Γm; U, T1  t2 : T2  ∀ d′ ≤ |U | + 1. ∀ k ∈ $*d′(t2). k <
|U |+ 1− d′
! d ≤ |U |  d + 1 ≤ |U |+ 1
2 
  d′ = d + 1  , * D ∀ k ∈ $*d+1(t2). k < |U |+ 1−
(d + 1)D  k < |U | − d
 
 NSOD Γm; U  T2↓ <: T  ∀ k ∈ $*d(T ). k < |U | − d
 7 ""8 , ,, 
T ≡ C U ≡ C
  & d ≤ |U |
	 $*d(T ) = $*d(C) = ∅  $*d(U) = $*d(C) = ∅D  ∀ k ∈ $*d(T ) ∪
$*d(U). k < |U | − d
 7%
 &"8 , ,, 
T ≡ C   C  C′ { d } Γm; U  C′ <: U
  & d ≤ |U |
	 $*d(T ) = $*d(C) = ∅D  ∀ k ∈ $*d(T ). k < |U | − d
 
 NSOD Γm; U  C′ <: U  ∀ k ∈ $*d(U). k < |U | − d
 7$!	8 , ,, 
T ≡ p.L U ≡ p.L Γm; U  p : C (
 L >: Topt <: U) ∈ C
  & d ≤ |U |
	 $*d(T ) = $*d(U) = $*d(p.L) = $*d(p)
 
 NSOD Γm; U  p : C  ∀ k ∈ $*d(p). k < |U | − d
 7	 "8 , ,, 
Γm; U  T <: S Γm; U  S <: U S ≺T T, U
  & d ≤ |U |
	 
 NSOD Γm; U  T <: S  ∀ k ∈ $*d(T ). k < |U | − d
 
 NSOD Γm; U  S <: U  ∀ k ∈ $*d(U). k < |U | − d
 7!"
8 , ,, 
T ≡ p.L Γm; U  p : C
(
 L = S) ∈ C Γm; U  S[p] <: U
    
  & d ≤ |U |
	 $*d(T ) = $*d(p.L) = $*d(p)
 
 NSOD Γm; U  p : C  ∀ k ∈ $*d(p). k < |U | − d
 
 NSOD Γm; U  S[p] <: U  ∀ k ∈ $*d(U). k < |U | − d
 7!"!#8= 78= 7 8    N!"
O
<%






   v
<%
0 % 7    + 
  	18
 t : T 		 t ≡ 	
    t ≡ x   t ≡ n
" 
     t
<%
0 % 7, + 
  	1  &8
 p : T 		 p ≡ v
" 
 =D  , p  , #D xD n   * v &  2







  t[p][v] ≡ t[p[v]]
! T [p][v] ≡ T [p[v]]
" 




'    +

8
  x /∈ (t) 		 t[p][x\v] ≡ t[p[x\v]]
! x /∈ (T ) 		 T [p][x\v] ≡ T [p[x\v]]
" 
    t  T 
 7#!"8 t ≡ #
  %  , t[p][x\v] ≡ #[p][x\v] ≡ p[x\v]
	 % , , , t[p[x\v]] ≡ #[p[x\v]] ≡ p[x\v]
 7$	8 t ≡ n
  %  , n[p][x\v] ≡ n
       	 	 
	 % , , , n[p[x\v]] ≡ n
 7'	+8 t ≡ x
  x /∈ $(t)  x /∈ x
	 %  , t[p][x\v] ≡ x[p][x\v] ≡ x[x\v] ≡ x N x /∈ xO

















  (t) = ∅ 		 t[p][k := v] ≡ t[p[k := v]]
! (T ) = ∅ 		 T [p][k := v] ≡ T [p[k := v]]
" 
    t  T 
 7#!"8 t ≡ #
  %  , t[p][k := v] ≡ #[p][k := v] ≡ p[k := v]
	 % , , , t[p[k := v]] ≡ #[p[k := v]] ≡ p[k := v]
 7$	8 t ≡ n
   ' ' $*(n) = {n }  ' ,, $*(t) = ∅
 7'	+8 t ≡ x
  %  , t[p][k := v] ≡ x[p][k := v] ≡ x[k := v] ≡ x



















  ∈ q 		 +(q[p]) ≡ +(q) unionmulti +(p)
! 	
  ∈ T 		 +(T [p]) ≡ +(T ) unionmulti +(p)
" 0   '   qD , 0 	 '   T 
0  
 7q ≡ #8
  %  ,D (q[p]) ≡ (#[p]) ≡ (p)
	 % , , ,D (q) unionmulti (p) ≡ (#) unionmulti (p) ≡ { } unionmulti (p) ≡ (p)
 7q ≡ x, n, v8
   ' ' # /∈ q
 7q ≡ q′.f8
  # ∈ q  # ∈ q′
	 
 NSOD # ∈ q′  (q′[p]) ≡ (q′) unionmulti (p)
 %  ,D (q[p]) ≡ (q′.f [p]) ≡ (q′[p].f) ≡ (q′[p]) unionmulti { f } ≡ (q′) unionmulti
(p) unionmulti { f }
 % , , ,D (q) unionmulti (p) ≡ (q′.f) unionmulti (p) ≡ (q′) unionmulti { f } unionmulti (p)
! 6   * $  
 7T ≡ C8
   ' ' # /∈ T 
 7T ≡ q.L8
  # ∈ T  # ∈ q
	 
 0  D # ∈ q  (q[p]) ≡ (q) unionmulti (p)
 %  ,D (T [p]) ≡ (q.L[p]) ≡ (q[p].L) ≡ (q[p]) unionmulti {L } ≡ (q) unionmulti
(p) unionmulti {L }
 % , , ,D (T ) unionmulti (p) ≡ (q.L) unionmulti (p) ≡ (q) unionmulti {L } unionmulti (p)





   &8
+(T [v]) ≡ +(T )
  	     	 	 
" 




 &    D # ∈ T  (T [v]) ≡ (T ) unionmulti (v)
	 (v) ≡ { }  (T ) unionmulti (v) ≡ (T )
 78
  # /∈ T  T [v] ≡ T D  (T [v]) ≡ (T )
<%
0 %  75	
   
'8
1. (	 L >: Topt <: U) 		 Topt[p], U [p] ≺T p.L
2. (	 L = T ) 		 T [p] ≺T p.L
3. ( C 	 C′ { d }) 		 C′ ≺T C
" 6  /, , $ $ 0  
  
 /-$ $ D ,  (
 L >: Topt <: U)
 (U) ≺mul {L }
	 (p.L) ≡ (p) unionmulti {L }




 &    D # ∈ p  (U [p]) ≡ (U) unionmulti (p)
N'O (U) ≺mul {L }  (U) unionmulti (p) ≺mul (p) unionmulti {L }
 78
NO # /∈ p  U [p] ≡ U 
N'O (U [p]) ≡ (U)
NO (U) ≺mul {L }  (U) ≺mul (p) unionmulti {L }
 
 = $  D (U [p]) ≺mul (p.L)  U [p] ≺T p.L
! $ Topt ≡ T D ,     $ , T [p] ≺T p.L
0$ $ 0 	     $ $ 0  
6  /, $ $ 0 
  
 /-$ $ D (  C  C′ { d }) 
C′ ≺ C
	 (C) ≡ {C }  (C′) ≡ {C′ }
 C′ ≺ C  {C′ } ≺mul {C }
 




0 % ) 7 
'  +

   &8 T ≺T U 	
	 T [v] ≺T U [v]
"
  T ≺T U  (T ) ≺mul (U)
	 
 &   	D (T [v]) ≡ (T )  (U [v]) ≡ (U)
 (T [v]) ≺mul (U [v])  T [v] ≺T U [v]
<%
0 %  7.	 +  
'8
  T ≺T C 		 T ≡ C′
! C ≺T p.L
" 6 * 0   '   T 
 7T ≡ C′8 1
 7T ≡ p.L8
  p.L ≺T C  (p.L) ≺mul (C)
	 (p.L) ≡ (p) unionmulti {L }D (C) ≡ {C }
 (p) unionmulti {L } ≺mul {C }  L ≺ C
 
 /-$ $ D C ≺ L
! , )  =  , $ ' · · · ≺ L ≺ C ≺ L ≺ CD
/,,  /-$ $ ≺
0$ $ 0 	
  (C) ≡ {C }D (p.L) ≡ (p) unionmulti {L }
	 
 /-$ $ D C ≺ L
 C ≺ L  {C } ≺mul (p) unionmulti {L }




 & $ 8
 	  	  Rmul     
	  R 	  
"  
0 %  7 
' 
 $ 8  
	  ≺T 	 
 
" 6  ' '
       	 	 
   / ,*  = > $  (Ti)i ,   $
,   ≺T 
	 
 = $ ≺T / ,*   = > $  
((Ti))i ,   $ ,  ) ≺mul $ ' -
 ≺
 
 &   2D ,  ≺mul  /-$D  , > -
 )
<%
0 % 9 7, 
 1
   
' 
 $ 8
 	  	  ≺T mul   

	  ≺T 	  
" 
 &   D ,  ≺T  /-$ 
 &   2D 










'8 C C′   C′ C′′ 		 C 
C′′
" 
   C  C′
<%
0 % 7+	
' 6  ,
	,8
C  C1   C  C2 		 C1  C2 
 C2  C1
" 
   C C1   N  ""OD C ≡ C1D  C C2 
C1  C2   N %
 &"OD   C  C
′ { d }  C′  C1 6
 / '   C C2   N  ""OD C ≡ C2D  C C1 
C2  C1   N %
 &"OD   C  C
′ { d }  C′  C2 







'8 Γ struct C <: C′ 		
C  C′
" 
   Γ struct C <: C′ ,  '  
N ""OD N%
 &"O  N	 "O  N ""O  * /,
N  ""O  N%
 &"O   ,$/  $ , -
 ,, $/ ' N %
 &"O 3 N	 "OD / / ,
,   S = S ≺T C,C′ 
 &   ! N0  OD
 $/ , S      C′′ 
  / , -
 ,, /  C  C′′  C′′  C′ 6   * $






'8 C  C′ 		 Γ struct
C <: C′
" 
   C  C′   N ""O  N%
 &"O
<%
  2     	 	 






  Γ struct t : T 		 Γ  t : T 
! Γ struct T <: U 		 Γ  T <: U 
" 
     Γ struct t : T  Γ struct T <:
U  ,   (   *  $  N	 "O /, 





  : C struct A <: T   	
  ∈ T 		 struct A <: T 
! 	
  : C struct v : T   	
  ∈ T 		 struct v : T 
" 
    # : C struct A <: T  # : C struct
v : T 
 7	 "8 , ,, .
# : C struct A <: S # : C struct S <: T S ≺T A, T
  
 &   ! N0  OD S ≺T A  S ≡ B
	 
 NSOD # : C struct A <: B  # /∈ B  struct A <: B
 
 NSOD # : C struct B <: T  # /∈ T  struct B <: T 
 
  N	 "OD struct A <: T 
 7 ""8 , ,, .
T ≡ A
  
  N ""OD struct A <: A
 7%
 &"8 , ,, .
  A  A′ { d } # : C struct A′ <: T
  
 NSOD # : C struct A′ <: T  # ∈ T  struct A′ <: T 
	 
  N%
 &"OD struct A <: T 
 7$!	= = !"
8 ,   ' '
, $-,   , ' ( , ' ',    
 * 
 7!"!#8 , ,, .
T ≡ p.L # : C struct p : C′
(
 L = U) ∈ C′ # : C struct A <: U [p]
  T ≡ p.L  # ∈ T  # ∈ p
	 
 &  	D # ∈ p  # ∈ U [p]
  	    
 
 NSOD # : C struct A <: U [p]  # ∈ U [p]  struct
A <: U [p]
 
 = $ ,D p  , #D   xD  *' n 
 * v # /∈ p  p   # p /-   )
(# : C) /,   *' '  p   
   *'   p   * v
! 
 NSOD # : C struct v : C′  # /∈ C′  struct v : C′
2 
  N!"!#OD struct A <: v.L
 7 8    N!"!#O
3 ,  $ # : C struct v : T D ,  '   , $/
 7
8 , ,, .
v ≡ ( B(f = v) f ( # : C struct v : U U 
∀ i, S. (  fi : S)  # : B struct Ui <: S
(B, f) # : C struct B <: T
  U   # /∈ U 
	 
 NSOD # : C struct v : U  # /∈ U  struct v : U 
 
 NSOD # : C struct B <: T  # /∈ T  struct B <: T 
 
  N









  	  +
'8
Γ struct A <: B   Γ′ struct B <: C 		 Γ′′ struct A <: C
"
  
 &  	 D Γ struct A <: B  A  B
	 
 &  	 D Γ′ struct B <: C  B  C
 
 * $ ' N&   OD A  B  B  C 
A  C
 








2 struct v : C
  	
  : C struct p : A 		 struct p[v] : A
! 	
  : C struct T <: U 		 struct T [v] <: U [v]
  +     	 	 
"
 
6 = * 0   '   p
 7#!"8 , ,, .
p ≡ # # : C struct C <: A
  p[v] ≡ #[v] ≡ v
	 
 ,,D struct v : C
 struct v : C 
v ≡ ( B(f = v) f ( struct v : U U 
∀ i, S. (  fi : S)  # : B struct Ui <: S
(B, f) struct B <: C
 
 ' $ * $   N&  	!OD struct B <:
C  # : C struct C <: A  struct B <: A
! 
  N
OD struct v : A
 7$
8 , ,, .
p ≡ w
  
 = $ 'D p[v] ≡ w[v] ≡ w ' # ∈ w
	 
 ,   	D # : C struct w : A  struct w :
A
 7'	+8 , ,, .
p ≡ x
   ' ' x     ,  )
 7$	8 , ,, .
p ≡ n
   ' ' ,  ) $ *'  D /,,
 / , ,* n < 0
9/ / * 0 	 '   # : C struct T <: U 
 7	 "8 , ,, .
# : C struct T <: S # : C struct S <: U S ≺T T, U
  
 NSOD struct T [v] <: S[v]  struct S[v] <: U [v]
	 
 &   D S ≺T T, U  S[v] ≺T T [v], U [v]
 
  N	 "OD struct T [v] <: U [v]
 
   
   
   A 	   
   T 
 
  		  
	 *  
    
    
 	
 	
     	 
 	  	  ,	 
 		
 
	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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   
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
 7%
 &"8 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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T ≡ p.L # : C struct p : C′
(
 L = S) ∈ C′ # : C struct S[p] <: U
  (p.L)[v] ≡ p[v].L
	 
 0  D # : C struct p : C′  struct p[v] : C′
 
 NSOD # : C struct S[p] <: U  struct S[p][v] <: U [v]
 
 &  +D S[p][v] ≡ S[p[v]]
! 
  N!"
OD struct p[v].L <: U [v]










  	 +
'8
struct T <: S   struct S <: U 		 struct T <: U 
" 
   ,  ) ≺T mul $  D /,,
 /-$ $ &   + 6  '   ,  '
   * struct T <: S  struct S <: U /, , ,,
, ,    $ *    , {T, S, U }
 7%
 &"=?8 , ,, .
T ≡ C   C  C′ { d } struct C′ <: S
  
 &    N0 OD (  C  C′ { d })  C′ ≺T
C
	 C′ ≺T C  {C′, S, U }≺Tmul{C, S, U }
 
 NSOD struct C′ <: S  struct S <: U  struct C′ <: U 
 
 N%
 &"OD struct C <: U 
 7=?8 , ,, .
T ≡ p.L struct p : C
(
 L >: Topt <: T ′) ∈ C struct T ′[p] <: S
  
 &   D (
 L >: Topt <: T ′)  T ′[p] ≺T p.L
	 T ′[p] ≺T p.L  {T ′[p], S, U }≺Tmul{ p.L, S, U }
 
 NSOD struct T ′[p] <: S  struct S <: U  struct T ′[p] <:
U 
 	     	 	 
 
 NOD struct p.L <: U 
 7?=  8    NDWO
 7 ""=?8 , ,, .
T ≡ C S ≡ C
  T ≡ C  S ≡ C  S ≡ T 
	 
 D struct S <: U  struct T <: U 
 7$!	=?8 , ,, .
T ≡ p.L S ≡ p.L struct p : C (
 L >: Topt <: T ′) ∈ C
  T ≡ p.L  S ≡ p.L  S ≡ T 
	 
 D struct S <: U  struct T <: U 
 7?= ""8    N ""DWO
 7?=$!	8    N$!	DWO
 7!"
=?8    NDWO
 7?=!"!#8    N!"
DWO
 7!"!#=%
 &"8 ' ' ,  
S , ' ',  *     
 7 =%
 &"8    N!"!#D%
 &"O
 7!"!#=8 , ,, .
S ≡ p.L
struct p : C (
 L = T ′) ∈ C struct T <: T ′[p]
struct p : C′ (
 L >: Topt <: U ′) ∈ C′ struct U ′[p] <: U
  
 /-$ $ D (
 L = T ′) ∈ C  (
 L >:
Topt <: U ′)  # : C struct T ′ <: U ′
	 
 &  	D struct p : C   p : C
 
 &  D  p : C  p   * v
 
 '   	2D struct v : C  # : C struct T ′ <: U ′
 struct T ′[v] <: U ′[v]
! 
 &    N0 	OD (
 L = T ′)  T ′[p] ≺T p.L
2 
 &    N0  OD (
 L >: Topt <: U ′)  U ′[p] ≺T
p.L
 T ′[p], U ′[p] ≺T p.L  {T, T ′[p], U ′[p] }≺Tmul{T, p.L, U }
+ 
 NSOD struct T <: T ′[p]  struct T ′[p] <: U ′[p]  struct
T <: U ′[p]
 U ′[p] ≺T p.L  {T, U ′[p], U }≺T mul{T, p.L, U }
  
 NSOD struct T <: U ′[p]  struct U ′[p] <: U  struct T <:
U 
  	   	 
 7 =!"
8    N!"!#DO
 7!"!#=!"
8 , ,, .
S ≡ p.L
struct p : C (
 L = T ′) ∈ C struct T <: T ′[p]
struct p : C′ (
 L = U ′) ∈ C′ struct U ′[p] <: U
  
 &  	D struct p : C   p : C
	 
 &  D  p : C  p   * ( A(f = v)
 
 *D struct ( A(f = v) : C  struct A <: C
 
 &  	 D struct A <: C  A  C
! D /  , A  C′
2 
 &  	D A  C  A  C′  C  C′  C′  C
  $/ ' > $  * , C ≡ C′  T ′ ≡ U ′D
/,,  T ′[p] ≡ U ′[p]
+ 
 &    N0 	OD (
 L = T ′)  T ′[p] ≺T p.L
 T ′[p] ≺T p.L  {T, T ′[p], U }≺T mul{T, p.L, U }
  
 NSOD struct T <: T ′[p]  struct T ′[p] <: U  struct T <:
U 
 7 =8 , ,, .
S ≡ p.L struct p : C
(
 L >: T ′ <: U ′) ∈ C struct T <: T ′[p] struct U ′[p] <: U
  
 &  	D struct p : C   p : C
	 
 &  D  p : C  p   * v
 
 *D struct v : C 
v ≡ ( A(f = v) f ( struct v : U U 
∀ i, U. (  fi : U)  # : B struct Ui <: U
(A, f) struct A <: C
 
 &  	 D struct A <: C  A  C
! 
  $ vD (
 L >: T ′ <: U ′) ∈ C  A  C  ,
) C′  S′ , , A  C′  (
 L = S′) ∈ C′
2 
 /-$ $  *D (
 L = S′) ∈ C′  # :
C′ struct S′ <: U ′  # : C′ struct T ′ <: S′
 
 &  		D A  C′  struct A <: C′
+ 
  N
OD struct A <: C′  struct v : C′
 
 '   	2D struct v : C′  # : C′ struct S′ <: U ′
 struct S′[v] <: U ′[v]
 		     	 	 
  
 '   	2D struct v : C′  # : C′ struct T ′ <: S′
 struct T ′[v] <: S′[v]
   
 &    N0 	OD (
 L = S′)  S′[p] ≺T p.L
 	 
 &    N0  OD ,  (
 L >: T ′ <: U ′)
 T ′[p], U ′[p] ≺T p.L
  T ′[p], S′[p] ≺T p.L  {T, T ′[p], S′[p] }≺Tmul{T, p.L, U }
  
 NSOD struct T <: T ′[p]  struct T ′[p] <: S′[p]  struct
T <: S′[p]
 ! S′[p], U ′[p] ≺T p.L  {T, S′[p], U ′[p] }≺Tmul{T, p.L, U }
 2 
 NSOD struct T <: S′[p]  struct S′[p] <: U ′[p]  struct
T <: U ′[p]
  U ′[p] ≺T p.L  {T, U ′[p], U }≺T mul{T, p.L, U }
 + 
 NSOD struct T <: U ′[p]  struct U ′[p] <: U  struct T <:
U 
 7	 "=?8 , ,, .
struct T <: S′ struct S′ <: S S′ ≺T T, S
  S′ ≺T T  {S′, S, U }≺Tmul{T, S, U }
	 
 NSOD struct S′ <: S  struct S <: U  struct S′ <: U 
 S′ ≺T S  {T, S′, U }≺Tmul{T, S, U }
 
 NSOD struct T <: S′  struct S′ <: U  struct T <: U 






   T <: U 		 struct T <: U 
!  v : T 		 struct v : T 
" 
     T <: U   v : T  3   '
N	 "O ,  $/ $    $ ,  
,, ,  $  N	 "O  *  , ' $






 t : T   t     		 
 	 u  t → u
" 
    t : T 
 7#!"8 , ,, 
t ≡ #
  
 &  2D   ' ,  # : T D /,,  
$ , ,,
 7'	+8 , ,, 
t ≡ x
  
 &  2D   ' ,  x : T D /,,   $
, ,,
 7$	8 , ,, 
t ≡ n
  
 &  2D   ' ,  n : T D /,,   $
, ,,
 7
8 , ,,  t ≡ ( C(f = t)  t : T
  6  '    t ' *
 7,
"8 , ,, .
t ≡ v

NO  $  t ≡ ( C(f = v)   *D /,, 
 $ , ,,
 78 , ,, . t ≡ v, t′, t′  t′    *
NO  t : T  , ) i   t′ : Ti
N'O 
 NSOD , ) u′  t′ → u′
NO 
  N!
&OD ( C(f = v, t′, t′) → ( C(f = v, u′, t′)
 7

8 , ,, 
t ≡ p.f  p : C (  f : S) ∈ C  S[p] <: T
  6  '   p '  *
 78 , ,, .
p    *
NO 
 NSOD , ) p′  p → p′
N'O 
  N'	
!%OD p.f → p′.f 
 7,
"8 , ,, . p ≡ ( B(f = v)
 	     	 	 
NO 
 *D  ( B(f = v) : C 
f (  v : U U 
∀ i, S. (  fi : S)  # : B struct Ui <: S
(B, f)  B <: C
N'O 
 &  	+D  B <: C  struct B <: C
NO 
 &  	 D struct B <: C  B  C
NO (B, f)D B  C  (  f : S) ∈ C  , ) i




OD p.fi → vi
 7 8 , ,, .
t ≡ p.m(x = t)  p : C ( m(x : S) : S) ∈ C
 t : S[p]  S[p] <: T
  6  '   p  t ' *
 7 8 , ,, .
p    *
NO 





OD p.m(x = t) → p′.m(x = t)
 78 , ,, . p ≡ v t ≡ v, t′, t′ t′    *
NO 
 NSOD, ) u′  t′ → u′
N'O 
  N	OD p.m(x = v, t′, t′) → p.m(x = v, u′, t′)
 78 , ,, . p ≡ ( B(f = v) t ≡ w
NO 
 *D  ( B(f = v) : C 
f (  v : U U 
∀ i, S. (  fi : S)  # : B struct Ui <: S
(B, f)  B <: C
N'O 
 ' $ * N&  	OD  B <: C 
struct B <: C
NO 
 &  	 D struct B <: C  B  C
NO (B, f)D B  C  ( m(x : S) : S) ∈ C  ,
) AD t′  B  A  ( m = t′) ∈ A
NO 
  N OD p.m(x = w) → t′[p][x\w]
 7
8 , ,, .
t ≡ :T = t′  t′′
  6  '   t′ '  *
 78 , ,, .




 NSOD , ) u′  t′ → u′
N'O 
  NOD :T = t′  t′′ → :T = u′  t′′
 7,





OD :T = v  t′′ → t′′[0 := v]
<%
 	2     	 	 
' / 	01 #
0 % 70

'  	   8
  (t) ≡ ∅ 		 t↑n ≡ t
! (T ) ≡ ∅ 		 T ↑n ≡ T 
" 
    t  T 
<%
0 %  75
'  	   8
  (t) ≡ ∅ 		 t↓ ≡ t
! (T ) ≡ ∅ 		 T ↓ ≡ T 
"  $  $ &  
<%












'   +

8
  t[v]↑n ≡ t↑n[v]
! T [v]↑n ≡ T ↑n[v]
" 6 * t[v]↑nk ≡ t↑nk [v]  T [v]↑nk ≡ T ↑nk [v] '   
t  T 
 7#!"8 , ,, 
t ≡ #
  t[v]↑nk ≡ #[v]↑nk ≡ v↑nk 
	 
 &  	D v↑nk ≡ v
 t↑nk [v] ≡ #↑nk [v] ≡ #[v] ≡ v
 7$	8 , ,, 
t ≡ i
  t[v]↑nk ≡ i[v]↑nk ≡ i↑nk 
	 t↑nk [v] ≡ i↑nk [v]
 6  '   i < k $ ,
"D i↑nk ≡ i  i[v] ≡ i $ D
i↑nk ≡ i + n  (i + n)[v] ≡ i + n
 7#
	"8   ,   ,$/  $ , -
 ,,
<%




'   +

8
  t[x\v]↑n ≡ t↑n[x\v]
! T [x\v]↑n ≡ T ↑n[x\v]
" 6 * t[x\v]↑nk ≡ t↑nk [x\v]  T [x\v]↑nk ≡ T ↑nk [x\v] ' 
  t  T 
 7'	+8 , ,, 
t ≡ x
  t[x\v]↑nk ≡ x[x\v]↑nk 
	 t↑nk [x\v] ≡ x↑nk [x\v] ≡ x[x\v]
 6  '   x ∈ x
 7,
"8
NO , ) i  x[x\v] ≡ vi
N'O x[x\v]↑nk ≡ vi↑nk 
NO 
 &  	D vi↑nk ≡ vi
 78
NO x[x\v] ≡ x
N'O x[x\v]↑nk ≡ x↑nk ≡ x
 7$	8 , ,, 
t ≡ i
  t[x\v]↑nk ≡ i[x\v]↑nk ≡ i↑nk 
	 t↑nk [x\v] ≡ i↑nk [x\v]
 6  '   i < k $ ,
"D i↑nk ≡ i  i[x\v] ≡ i $ D
i↑nk ≡ i + n  (i + n)[x\v] ≡ i + n
 7#










  t[k := v]↑n ≡ t↑n[k + n := v]
! T [k := v]↑n ≡ T ↑n[k + n := v]
" 6 *
  ∀ k′ ≤ k. t[k := v]↑nk′ ≡ t↑nk′ [k + n := v]
	 ∀ k′ ≤ k. T [k := v]↑nk′ ≡ T ↑nk′ [k + n := v]
'    t  T D  , /  k′ = 0
 7$	8 , ,, 
t ≡ i
 	+     	 	 
  6  '   i  k
 7i < k8
NO i[k := v] ≡ i
N'O 6  '   i  k′
 7i < k′8
• i↑nk′ ≡ i
• i < k  i < k + n
• i < k + n  i[k + n := v] ≡ i
 7i ≡ k′8
• i↑nk′ ≡ i + n
• i < k  i + n < k + n
• i + n < k + n  (i + n)[k + n := v] ≡ i + n
 7i > k′8
• i↑nk′ ≡ i + n
• i < k  i + n < k + n
• i + n < k + n  (i + n)[k + n := v] ≡ i + n
 7i ≡ k8
NO i[k := v] ≡ v↑k
N'O 
 &  	D v↑k ≡ v
NO 
 &  	D v↑nk′ ≡ v
NO 6  '   i  k′
 7i < k′8
• i ≡ k  i < k′  k < k′D /,,  k′ ≤ k
 7i ≡ k′8
• i ≡ k′  i ≥ k′
• i ≥ k′  i↑nk′ ≡ i + n
• i ≡ k  (i+n)[k+n := v] ≡ (k+n)[k+n := v] ≡ v↑k+n ≡ v
 7i > k′8
• i > k′  i ≥ k′
• i ≥ k′  i↑nk′ ≡ i + n
• i ≡ k  (i+n)[k+n := v] ≡ (k+n)[k+n := v] ≡ v↑k+n ≡ v
 7i > k8
NO i[k := v] ≡ i− 1
N'O 6  '   i  k′
 7i < k′8
• i > k  i < k′  k < k′D /,,  k′ ≤ k
 7i ≡ k′8
  %&    	
• i > k  i ≡ k′  k′ > kD /,,  k′ ≤ k
 7i > k′8
• i > k′  i− 1 ≥ k′D  (i− 1)↑nk′ ≡ i− 1 + n
• i > k′  i ≥ k′D  i↑nk′ ≡ i + n
• i > k  i+n > k+nD  (i+n)[k+n := v] ≡ i+n−1
 7
8 , ,, 
t ≡ :T = t′  t′′
  %  ,
t[k := v]↑nk′ ≡ (:T = t′  t′′)[k := v]↑nk′
≡ (:T [k := v] = t′[k := v]  t′′[k + 1 := v])↑nk′
≡ :T [k := v]↑nk′ = t′[k := v]↑nk′  t′′[k + 1 := v]↑nk′+1
	 % , , ,
t↑nk′ [k + n := v] ≡ (:T = t′  t′′)↑nk′ [k + n := v]
≡ (:T ↑nk′ = t′↑nk′  t′′↑nk′+1)[k + n := v]
≡ :T ↑nk′ [k + n := v] = t′↑nk′ [k + n := v]  t′′↑nk′+1[k + n + 1 := v]
 
 NSOD T [k := v]↑nk′ ≡ T ↑nk′ [k + n := v]
 
 NSOD t′[k := v]↑nk′ ≡ t′↑nk′ [k + n := v]
! k′ ≤ k  k′ + 1 ≤ k + 1
2 
 NSOD t′′[k + 1 := v]↑nk′+1 ≡ t↑nk′+1[k + 1 + n := v]
 7#








  t[v]↓ ≡ t↓[v]   T [v]↓ ≡ T ↓[v]
! t[x\v]↓ ≡ t↓[x\v]   T [x\v]↓ ≡ T ↓[x\v]
, 0 /∈ (t) 		 t[k + 1 := v]↓ ≡ t↓[k := v]#   0 /∈ (T ) 		
T [k + 1 := v]↓ ≡ T ↓[k := v]
" 0$    , $ &  D     !
<%
0 % 7.	 + 

'8
  (t) ≡ ∅ 		 t[k := u] ≡ t
  333
	





  S  t : T 		 	; x : T ; U, S  t : T
! S  T <: U 		 	; x : T ; U, S  T <: U
" 
      ' *
 7#!"8 , ,,  t ≡ # Γ ≡ S Γ  C <: T
   ' ' #   '  ,  )
 7'	+8 , ,, 
t ≡ x
   ' ' x   '   ) /, '
$ 
 7$	8 , ,, 
t ≡ n Γ ≡ S N ≡ |S| n < N Γ  S(N−1−n)↑n+1 <: T
  
 NSOD   ; x : T ; U, S  S(N−1−n)↑n+1 <: T 
	 & V ≡ U, S  N ′ ≡ |V |
 N ≤ N ′  n < N  n < N ′
 n < N  V(N ′−1−n) ≡ S(N−1−n)
! 





  NSO   $/
' ,   
 7
8 , ,, 
t ≡ :T1 = t1  t2 Γ ≡ S
Γ  t1 : T1 S, T1  t2 : T2 0 /∈ $*(T2) Γ  T2↓ <: T
  
 NSOD   ; x : T ; U, S  t1 : T1
	 
 NSOD   ; x : T ; U, S, T1  t2 : T2
 
 NSOD   ; x : T ; U, S  T2↓ <: T 
 
  N
OD   ; x : T ; U, S  :T1 = t1  t2 : T 
 7	 "=  ""= %
 &"= $!	= =  = 
!"
= !"!#8 
  NSO   ,, $/
' ,  ' 
<%
3   * , '  /  ,  $ 





!     
 (	!

$(T ) ≡ ∅ ∀ i ∈ [0, |U | − 1], ∀ k ∈ $*(Ui), k < i
/3(Γo; x : T ; U)
3   . ) 6-$ N/3(Γ)O
  2 Γ ≡ C; x : T ; U    v : C  #
&' Γ  t : T 		 	; x : T [v]; U [v]  t[v] : T [v]
&' Γ  T <: U 		 	; x : T [v]; U [v]  T [v] <: U [v]
! 2 Γ ≡ 	; x : T ; U # *
(Γ)    v : T   #
&' Γ  t : T 		 U [x\v]  t[x\v] : T [x\v]
&' Γ  T <: U 		 U [x\v]  T [x\v] <: U [x\v]
, 2 Γ ≡ 	; ; U,U # *
(Γ)# N ≡ |U |    v : U   #
&' Γ  t : T 		 (Ui[i := v])i∈[0,N−1]  t[N := v] : T [N := v]
&' Γ  S1 <: S2 		 (Ui[i := v])i∈[0,N−1]  S1[N := v] <: S2[N :=
v]
" ,  '      ' *
6  /, 0  
 7#!"8 , ,, 
t ≡ # Γ ≡ C; x : T ; U Γ  C <: T
  t[v] ≡ #[v] ≡ v
	 
 NSOD Γ  C <: T    ; x : T [v]; U [v]  C <: T [v]
 
 / N&  +OOD  v : C    ; x : T [v]; U [v]  v :
C
 
 ' N&   OD , / *     ; x :
T [v]; U [v]  v : T [v]
 7$	8 , ,, 
t ≡ n Γ ≡ C; x : T ; U N ≡ |U | Γ  U(N−1−n)↑n+1 <: T
  t[v] ≡ n[v] ≡ n
	 
 NSOD   ; x : T [v]; U [v]  U(N−1−n)↑n+1[v] <: T [v]
 
 &  D U(N−1−n)↑n+1[v] ≡ U(N−1−n)[v]↑n+1
 
  N$	OD   ; x : T [v]; U [v]  n : T [v]
 7'	+8 , ,, 
t ≡ xi Γ ≡ C; x : T ; U Γ  Ti <: T
 	     	 	 
  t[v] ≡ xi[v] ≡ xi
	 
 NSOD   ; x : T [v]; U [v]  Ti[v] <: T [v]
 
  N'	+OD   ; x : T [v]; U [v]  xi : T [v]
 7

8 , ,, 
t ≡ p.f Γ ≡ C; x : T ; U Γ  p : A (  f : S) ∈ A Γ  S[p] <: T
  t[v] ≡ p.f [v] ≡ p[v].f 
	 
 NSOD   ; x : T [v]; U [v]  p[v] : A
 
 NSOD   ; x : T [v]; U [v]  S[p][v] <: T [v]
 




OD   ; x : T [v]; U [v]  p[v].f : T [v]




8 , ,, 
t ≡ ( C(f = t) Γ ≡ C; x : T ; U Γ  t : U U  Γ  C <: T · · ·
  t[v] ≡ ( C(f = t)[v] ≡ ( C(f = t[v])
	 
 NSOD   ; x : T [v]; U [v]  t[v] : U [v]
 U   U [v] ≡ U 
 




OD   ; x : T [v]; U [v]  ( C(f = t[v]) : T [v]
 7
8 , ,, 
t ≡ :S1 = t1  t2 Γ ≡ C; x : T ; U
Γ  t1 : S1 C; x : T ; U, S1  t2 : S2 0 /∈ $*(S2) Γ  S2↓ <: T
  t[v] ≡ (:S1 = t1  t2)[v] ≡ :S1[v] = t1[v]  t2[v]
	 
 NSOD   ; x : T [v]; U [v]  t1[v] : S1[v]
 
 NSOD   ; x : T [v]; U [v], S1[v]  t2[v] : S2[v]
 0 /∈ $*(S2)  v   0 /∈ $*(S2[v])
! 
 NSOD   ; x : T [v]; U [v]  (S2↓)[v] <: T [v]
2 
 &  2 N0  OD (S2↓)[v] ≡ S2[v]↓
 
  N
OD   ; x : T [v]; U [v]  :S1[v] = t1[v]  t2[v] : T [v]
 7$!	8 , ,, 
T ≡ p.L U ≡ p.L Γ  p : A (
 L >: Topt <: S) ∈ A
  T [v] ≡ U [v] ≡ p.L[v] ≡ p[v].L
!    
	 
 NSOD   ; x : T [v]; U [v]  p[v] : A
 
  N$!	OD   ; x : T [v]; U [v]  p[v].L <: p[v].L
 7	 "=  ""= %
 &"8 
  NSO   ,,
$/ ' ,  ' 
 7=  = !"





" 6  /, 0 	 $ &  
 7#!"8 ' ' ,  * ,  ',
/,   )    )
 7$	8 , ,, 
t ≡ n Γ ≡   ; x : T ; U N ≡ |U | Γ  U(N−1−n)↑n+1 <: T
  t[x\v] ≡ n[x\v] ≡ n
	 
 NSOD U [x\v]  U(N−1−n)↑n+1[x\v] <: T [x\v]
 
 &  D U(N−1−n)↑n+1[x\v] ≡ U(N−1−n)[x\v]↑n+1
 
  N$	OD U [x\v]  n : T [x\v]
 7'	+8 , ,, 
t ≡ xi Γ ≡   ; x : T ; U Γ  Ti <: T
  t[x\v] ≡ xi[x\v] ≡ vi
	 
 NSOD U [x\v]  Ti[x\v] <: T [x\v]
 /3(Γ)  $(T ) ≡ ∅
 $(T ) ≡ ∅  Ti[x\v] ≡ Ti
!  v : T   vi : Ti
2 
 / N&  +OD  vi : Ti  U [x\v]  vi : Ti
 
 ' N&   OD U [x\v]  vi : T [x\v]
 7

8 , ,, 
t ≡ p.f Γ ≡   ; x : T ; U Γ  p : A (  f : S) ∈ A Γ  S[p] <: T
  t[x\v] ≡ p.f [x\v] ≡ p[x\v].f 
	 
 NSOD U [x\v]  p[x\v] : A
 
 NSOD U [x\v]  S[p][x\v] <: T [x\v]
 (  f : S) ∈ A /-$  # : A  S 
! 
 &   N0 OD # : A  S   $(S) ⊂ ∅
2 
 &  D x /∈ $(S)  S[p][x\v] ≡ S[p[x\v]]




OD U [x\v]  p[x\v].f : T [x\v]
 7
8 , ,, 
t ≡ :S1 = t1  t2 Γ ≡   ; x : T ; U
Γ  t1 : S1   ; x : T ; U, S1  t2 : S2 0 /∈ $*(S2) Γ  S2↓ <: T
  t[x\v] ≡ (:S1 = t1  t2)[x\v] ≡ :S1[x\v] = t1[x\v]  t2[x\v]
	 
 NSOD U [x\v]  t1[x\v] : S1[x\v]
 
 NSOD U [x\v], S1[x\v]  t2[x\v] : S2[x\v]
 0 /∈ $*(S2)  v   0 /∈ $*(S2[x\v])
! 
 NSOD U [x\v]  S2↓[x\v] <: T [x\v]
2 
 &  2 N0 	OD S2↓[x\v] ≡ S2[x\v]↓
 
  N
OD U [x\v]  :S1[x\v] = t1[x\v]  t2[x\v] : T [x\v]
 7$!	8 , ,, 
T ≡ p.L U ≡ p.L Γ  p : A (
 L >: Topt <: S) ∈ A
  T [x\v] ≡ U [x\v] ≡ p.L[x\v] ≡ p[x\v].L
	 
 NSOD U [x\v]  p[x\v] : A
 
  N$!	OD U [x\v]  p[x\v].L <: p[x\v].L
 7
8    N
O  , $ $ 0    ,
$ , $ U   , U [x\v] ≡ U 
 7	 "=  ""= %
 &"8 
  NSO   ,,
$/ ' ,  ' 
 7=  = !"





" 6  /, 0  $ &  
 7#!"8 , ,, 
t ≡ # Γ ≡ U,U Γ  C <: T
  t[N := v] ≡ #[N := v] ≡ #
	 
 NSOD (Ui[i := v])i  C <: T [N := v]
 
  N#!"OD (Ui[i := v])i  # : T [N := v]
 7$	8 , ,, 
t ≡ n Γ ≡ U,U V = U,U n < N + 1 Γ  V(N−n)↑n+1 <: T
  
 NSOD (Ui[i := v])i  V(N−n)↑n+1[N := v] <: T [N := v]
	 6  '   n
 7n ≡ N8
!    !
NO t[N := v] ≡ N [N := v] ≡ v↑N ≡ v
N'O V(N−n)↑n+1[N := v] ≡ V0↑N+1[N := v] ≡ U↑N+1[N := v]
NO /3(Γ)  ∀ k ∈ $*(U), k < 0D  $*(U) ≡ ∅
NO 
 &  D $*(U) ≡ ∅  U↑N+1 ≡ U 
NO 
 &  D $*(U) ≡ ∅  U [N := v] ≡ U 
N$O , / *   U↑N+1[N := v] ≡ U 
NO 
 / N&  +OD  v : U  (Ui[i := v])i  v : U 
N,O 
 ' N&   OD (Ui[i := v])i  v : T [N := v]
 7n < N8
NO t[N := v] ≡ n[N := v] ≡ n N n < NO
N'O n < N  V(N−n)↑n+1[N := v] ≡ U(N−1−n)↑n+1[N := v]
NO 
 &  !D U(N−1−n)↑n+1[N := v] ≡ U(N−1−n)[N − 1 − n :=
v]↑n+1
NO 
  N$	OD (Ui[i := v])i  n : T [N := v]
 7'	+8 , ,, 
t ≡ x
   ' ' x   '  ) U,U 
 7

8 , ,, 
t ≡ p.f Γ ≡ U,U Γ  p : C (  f : S) ∈ C Γ  S[p] <: T
  t[N := v] ≡ p.f [N := v] ≡ p[N := v].f 
	 
 NSOD (Ui[i := v])i  p[N := v] : C
 
 NSOD (Ui[i := v])i  S[p][N := v] <: T [N := v]
 (  f : S) ∈ C /-$  # : C  S 
! 
 &   N0 OD # : C  S   $*(S) ≡ ∅
2 




OD (Ui[i := v])i  p[N := v].f : T [N := v]
 7
8 , ,, 
t ≡ :S1 = t1  t2 Γ ≡ U,U
Γ  t1 : S1 U,U, S1  t2 : S2 0 /∈ $*(S2) Γ  S2↓ <: T
  t[N := v] ≡ (:S1 = t1  t2)[N := v] ≡ :S1[N := v] = t1[N :=
v]  t2[N + 1 := v]
	 
 NSOD (Ui[i := v])i  t1[N := v] : S1[N := v]
 
 NSOD (Ui[i := v])i, S1[N := v]  t2[N + 1 := v] : S2[N + 1 := v]
 0 /∈ $*(S2)  v   0 /∈ $*(S2[N + 1 := v])
 2     	 	 
! 
 NSOD (Ui[i := v])i  S2↓[N := v] <: T [N := v]
2 
 &  2D S2↓[N := v] ≡ S2[N + 1 := v]↓
 
  N
OD (Ui[i := v])i  :S1[N := v] = t1[N := v]  t2[N +
1 := v] : T [N := v]
 7
= 	 "=  ""= $!	= %
 &"= 8
 7 = !"
= !"!#8






0 %) 7+/	 	
8  t : T   t → u 		  u : T 
" 
   ,  *  t : T 
 7#!"8 , ,, .
t ≡ #
   ' ' ,    $  # N >*
#   '   ) ' &  2O
 7'	+8 , ,, .
t ≡ x
   'D ' x   '
 7$	8 , ,, .
t ≡ n
   'D ' n   '
 7

8 , ,, .
t ≡ p.f  p : C (  f : S) ∈ C  S[p] <: T
  
 &  D  p : C  p   * v
	 6  '   ,     * t → u
 7'	
!%8 , ,, .
p → p′ u ≡ p′.f
NO 




8 , ,, .
p ≡ ( B(f = v) f ≡ fi u ≡ vi
NO 
 *D  v : C .
f (  v : U U 
∀ i, S. (  fi : S)  # : B struct Ui <: S
(B, f)  B <: C
N'O  $ D f ≡ fi  (  fi : S)
NO 
 ,,D (  fi : S)  # : B struct Ui <: S
NO 
 &  	D # : B struct Ui <: S  # : B  Ui <:
S
NO 
  N ""OD  B <: B
N$O 
  N
OD  v : B
NO 
 ' &   N0  OD  v : B  # : B 
Ui <: S   Ui <: S[v] N Ui O
N,O 
  N	 "OD  Ui <: S[v]   S[v] <: T   Ui <:
T 
 +     	 	 
NO 
 ' &   D  vi : Ui   Ui <: T 
 vi : T 
 7
8 , ,, .
t ≡ :S = t′  t′′  t′ : S S  t′′ : S′ 0 /∈ $*(S′)  S′↓ <: T
  6  '   ,     * t → u
 78 , ,, .
t′ → u′ u ≡ :S = u′  t′′
NO 
 NSOD  u′ : S
N'O 
  N
OD  :S = u′  t′′ : T 
 7
8 , ,, .
t′ ≡ v u ≡ t′′[0 := v]
NO 
 &   N0  OD  v : S  ∀ k ∈ $*(S), k < 0
N'O 
  N( %OD ∀ k ∈ $*(S), k < 0  /3(S)
NO 
 ' &   N0 OD  v : S  S  t′′ : S′
 /3(S)   t′′[0 := v] : S′[0 := v]
NO 
 &  D S  t′′ : S′  (∀ k ∈ $*(S′). k < 1)
NO (∀ k ∈ $*(S′). k < 1)  0 /∈ $*(S′)  $*(S′) ≡ ∅
N$O 
 &  D $*(S′) ≡ ∅  S′[0 := v] ≡ S′
NO 
 &   D $*(S′) ≡ ∅  S′↓ ≡ S′
N,O 
 ' &   D  t′′[0 := v] : S′   S′ <: T
  t′′[0 := v] : T 
 7 8 , ,, .
t ≡ p.m(x = t)  p : C ( m(x : S) : S) ∈ C  t : S[p]  S[p] <: T
  
 &  D  p : C  p   * v




8 , ,, .
p → p′ u ≡ p′.m(x = t)
NO 
 &  !D p *  p 'D  ,   -
'
 7	8 , ,, .
t ≡ v, t′, t′ t′ → u′ u ≡ p.m(x = v, u′, t′)
NO & u = v, u′, t′  n = |v| 6 ,/ , ∀ i.  ui : Si[p] '
 / 
 7i = n8
• i = n  ui ≡ tiD   ui : Si[p]
" %    
 7i ≡ n8
• tn ≡ t′  un ≡ u′
• 
 NSOD  t′ : Sn[p]   u′ : Sn[p]
N'O 
  N OD  p.m(x = v, u′, t′) : T 
 7 8 , ,, .
v ≡ ( C′(f = w) t ≡ v C′  A ( m = t′) ∈ A u ≡ t′[v][x\v]
NO 
 /-$ $ ( m = t′)D A; x : S;   t′ : S
N'O 
 &  		D C′  A   C′ <: A
NO 
 *D  ( C′(f = w) : C .
f (  w : U U 
∀ i, U. (  fi : U)  # : C′ struct Ui <: U
(C′, f)  C′ <: C
NO 
 N
OD  C′ <: A   v : A
NO 
 ' &   N0  OD  v : A  A; x :
S;   t′ : S    ; x : S[v];   t′[v] : S[v]
N$O 6-$ $ ( m(x : S) : S) ∈ C  # : C  S 
NO 
 &  D # : C  S   $(S) ⊂ ∅
N,O v   $(S[v]) ≡ $(S)
NO 
  N( %OD $(S[v]) ≡ ∅  /3(  ; x :
S[v]; )
N(O 
 ' &   N0 	OD  v : S[v]    ; x :
S[v];   t′[v] : S[v]  /3(  ; x : S[v]; ) 
 t′[v][x\v] : S[v][x\v]
NO 
 /-$ $ ( m(x : S) : S) ∈ CD # : C  S 
NO 
 &  D # : C  S   $(S) ≡ ∅
NO x /∈ $(S)  S[v][x\v] ≡ S[v]
NO 
 ' &   D  t′[v][x\v] : S[v]   S[v] <: T
  t′[v][x\v] : T 
 7
8 , ,, .
t ≡ ( C(f = t) f (  t : U U 
∀ i, S. (  fi : S)  # : C struct Ui : S
(C, f)  C <: T
  6  '   ,     * t → u N,  
O
 7!
&8 , ,, .
t ≡ v, t′, t′ t′ → u′ u ≡ ( C(f = v, u′, t′)
      	 	 
NO & u = v, u′, t′  n = |v| 6 ,/ , ∀ i.  ui : Ui '
 / 
 7i = n8
• i = n  ui ≡ tiD   ui : Ui
 7i ≡ n8
• tn ≡ t′  un ≡ u′
• 
 NSOD  t′ : Un   u′ : Un
N'O 
  N
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   u &  t →∗ u' 		  u : T 
" 
   , , $ , > $   t →∗ uD
 '(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O
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0 %) 7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0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